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Mathematische Kompetenz modellieren und
diagnostizieren
Eine Diskussion der Forschungsprojekte des DFG-Schwerpunktprogramms
„Kompetenzmodelle“ aus mathematikdidaktischer Sicht
Review
1. Einleitung
Mit der Einrichtung des DFG-Schwerpunktprogramms „Kompetenzmodelle“ ist das
zentrale Ziel verbunden, Kompetenzmodelle zu entwickeln und empirisch zu prüfen,
auf deren Basis sich anschließend valide Messinstrumente konstruieren lassen. Letztere
sollen dabei entweder für eine individuelle Kompetenzdiagnostik und damit zur Förde-
rung individueller Lernprozesse dienen oder im Sinne desAssessment für Untersuchun-
gen zum Monitoring von Bildungsinstitutionen und Bildungssystemen geeignet sein.
Diesem Ziel entsprechend strukturiert sich das Forschungsprogramm in verschiedene
Bereiche, welche die gesamte Bandbreite, ausgehend von der Entwicklung theoreti-
scher Kompetenzmodelle über die Konstruktion adäquater psychometrischer Messmo-
delle und Verfahren zur empirischen Erfassung von Kompetenzen bis hin zur Nutzung
von diagnostischen Informationen, umfasst.
Im Folgenden wird auf die in diesem Band dargestellten ersten Ergebnisse aus For-
schungsprojekten eingegangen, die sich auf Kompetenzen in der Domäne Mathematik
beziehen. Sie werden dabei insbesondere aus mathematikdidaktischer Perspektive be-
trachtet und dahingehend diskutiert, inwieweit sie das Potenzial zu einer Verbesserung
des Lehrens und Lernens von Mathematik auf der Ebene des Individuums bzw. auf der
Ebene von Bildungsinstitutionen oder des Bildungssystems haben.
2. Die Forschungsprojekte mit Bezug zur Domäne Mathematik
Die Ziele der in diesem Band beschriebenen mathematikrelevanten Forschungsprojekte
decken die gesamte Bandbreite des Schwerpunktprogramms ab. Während es in dem
Projekt Heureko darum geht, ein Kompetenzstrukturmodell zum mathematischen Pro-
blemlösen zu entwickeln, stehen in den drei Projekten MAT, Kognitive Diagnosemo-
delle und Regelgeleitete Itementwicklung eher psychometrische Modelle und Messver-
fahren im Vordergrund, die am Beispiel der Domäne Mathematik realisiert werden. Das
Projekt CoCa schließlich untersucht die mögliche Verwendung von Kompetenzmessun-
gen für die Unterrichtspraxis. Aus Sicht der Mathematikdidaktik stehen diese fünf Pro-
jekte damit exemplarisch für die gesamte Breite des Schwerpunktprogramms und den
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zu erwartenden Nutzen an Erkenntnissen und Methoden zur Verbesserung der Lehr-
Lern-Bedingungen für das Fach Mathematik. Vor diesem Hintergrund sollen die in die-
sem Band dargestellten ersten Ergebnisse dieser Projekte diskutiert werden.
2.1 Heureko: Repräsentationswechsel beim Problemlösen mit Funktionen –
Identifikation von Kompetenzprofilen auf der Basis
eines Kompetenzstrukturmodells
Das Projekt Heureko beschäftigt sich mit der Kompetenzstruktur des Problemlösens im
mathematischen Inhaltsbereich „Wachstum und Veränderung“ und betrachtet dabei vor
allem die Fähigkeit des Repräsentationswechsels. Dieser sehr spezielle Kompetenz-
bereich umfasst aus mathematikdidaktischer Sicht wesentliche Aspekte des mathe-
matischen Kompetenzerwerbs. So ist der Inhaltsbereich „Wachstum und Veränderung“
zentral im Curriculum der Sekundarstufe, und das Problemlösen wird seit jeher als be-
deutendes Bildungsziel des Mathematikunterrichts angesehen. Die Fähigkeit, verschie-
dene Repräsentationen von abstrakten Konzepten zu nutzen und zwischen ihnen zu
wechseln, gilt als ein wesentlicher Aspekt mathematischer Kompetenz.
Das vorgestellte Kompetenzmodell umfasst vier Dimensionen, die ein mathemati-
sches Verarbeiten innerhalb einer grafischen bzw. numerischen Repräsentation sowie
den Wechsel zwischen einer situativen Repräsentation (Text/Bild) und einer numeri-
schen bzw. grafischen Repräsentation beschreiben. Die Dimensionen wurden anhand
von 80 Items operationalisiert und durch Daten von Schülerinnen und Schülern aus
37 Gymnasialklassen bestätigt. Kritisch anzumerken ist dabei – und dies wird auch von
den Autorinnen und Autoren so gesehen – dass die Reliabilität einzelner Skalen unbe-
friedigend ist und hier Nachbesserungsbedarf besteht.
Als Ergebnis einer weiteren explorativen Studie wird die Identifikation von Kompe-
tenzprofilen berichtet. Auf Basis einer latenten Klassenanalyse können sechs Kompe-
tenzprofile in der Stichprobe ausgemacht werden, die in den vier Kompetenzdimensi-
onen verschiedene Stärken und Schwächen aufweisen. Zur Erklärung wurden vermutete
Zusammenhänge zu den individuellen kognitiven Grundfähigkeiten untersucht, die aber
nicht bestätigt werden konnten. Hier sollten weitere individuelle Variablen sowie Unter-
richtsvariablen einbezogen werden, die mögliche Einflussfaktoren für die Herausbil-
dung der Kompetenzprofile darstellen könnten. So wäre bei der vorhandenen Stich-
probengröße eine Analyse von Klasseneffekten (als Indikator für den Einfluss des
Mathematikunterrichts) ein naheliegender nächster Schritt.
2.2 MAT – Multidimensionale adaptive Kompetenzdiagnostik:
Ergebnisse zur Messeffizienz
Das Projekt MAT beschäftigt sich mit einem speziellen Messverfahren, welches exem-
plarisch an der Domäne Mathematik untersucht wird. Kern des Projektes ist dieAnalyse
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der Messeffizienz von multidimensionalen adaptiven Testverfahren imVergleich zu ein-
dimensionalen adaptiven Testverfahren bzw. konventionellen Testverfahren. Die Frage
ist dabei, ob bei gleichbleibender Messpräzision der Aufwand der Testungen reduziert
werden kann.
Ein Effizienzvorteil des multidimensionalen adaptiven Testens (MAT) gegenüber
dem eindimensionalen adaptiven Testen ist zu erwarten, wenn die betrachteten Kompe-
tenzdimensionen hoch korreliert sind, da dann die Redundanz der Informationen in den
zu erhebenden Daten reduziert werden kann. Wie in dem Beitrag berichtet wird, zeigen
Simulationsstudien mit künstlich generierten Datensätzen genau dieses Ergebnis. Bei
gleichbleibender Messpräzision kann bei einem fünfdimensionalen Modell mit einer
angenommenen latenten Korrelation von .85 zwischen den Dimensionen die Messeffi-
zienz gegenüber dem konventionellen Testverfahren um den Faktor 3,5 erhöht werden
und auch gegenüber dem eindimensionalen adaptiven Testverfahren signifikant gestei-
gert werden. Wie die Autoren anmerken, handelt es sich hier um die obere Grenze der
Effizienzsteigerung, da in der Simulation ein „optimaler“ Itempool verwendet wurde,
der in der Realität so nicht generiert werden kann.
Die Untersuchung im Rahmen von MAT ist der Grundlagenforschung zuzuordnen,
da ein Messverfahren auf Basis von Simulationsstudien untersucht wird und demnach
keinerlei reale Daten bzw. Kompetenzstrukturmodelle betrachtet werden. Dennoch steht
im Hintergrund eine mögliche Anwendung des Verfahrens im Bereich der Mathematik
auf Basis der theoretischen multidimensionalen Modelle mathematischer Kompetenz,
wie sie in den Bildungsstandards beschrieben werden. Aus mathematikdidaktischer
Sicht ist vor allem interessant, dass die Kompetenzmodelle direkt in multidimensionale
psychometrische IRT-Modelle abgebildet werden können und durch das MAT eine effi-
ziente Messung der komplexen Modelle möglich ist. Allerdings müssen beim MAT die
Testaufgaben am Computer bearbeitet werden, womit bisher eine Reduzierung der Item-
formate auf Multiple-Choice und geschlossene Items verbunden ist. Die Frage, ob in
Zukunft computerbasierte Kompetenzmessungen möglich sein werden, die eine ver-
gleichbare Messpräzision wie konventionelle offene Items aufweisen, ist derzeit noch
offen.
2.3 Kognitive Diagnosemodelle: Theoretisches Potential und methodische
Probleme
Dieser Beitrag diskutiert die praktische Realisierbarkeit der Modellierung von Daten
aus diagnostischen Tests durch kognitive Diagnosemodelle. Unter kognitiven Diagno-
semodellen werden konfirmatorische probabilistische IRT-Modelle verstanden, die statt
kontinuierlicher kategoriale (in diesem Fall dichotome) Variablen annehmen. Entspre-
chend werden nicht mehr Kompetenzkomponenten im Grad ihrer Ausprägung model-
liert, sondern allein ihr Vorhandensein oder Nichtvorhandensein. Die Grundlage für die
Generierung kognitiver Diagnosemodelle ist, dass a priori ein Klassifikationssystem
von Komponenten der zu betrachtenden Kompetenz erstellt wird. Dessen Operationali-
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sierung wird als Beziehung von Testaufgaben und Kompetenzkomponenten in einer
Q-Matrix dargestellt. Als Domäne wurde in dem Projekt die Arithmetik der Primarstufe
gewählt, als Stichprobe Schülerinnen und Schüler der Jahrgangsstufen 3 und 4.
Wie die Autorinnen und Autoren selbst anmerken, steht und fällt der Nutzen des
kognitiven Diagnosemodells mit der Klassifikation der Kompetenzkomponenten und
der Wahl der Q-Matrix. Entsprechend ist der diagnostische Nutzen dieser Modelle da-
rauf beschränkt, was vorher an theoretischen fachdidaktischen Annahmen eingegeben
wurde. Das dargestellte Beispiel zur Diagnose der Kompetenz in Arithmetik kann nur
als ein erstes Herantasten an die praktische Realisierung angesehen werden, da die Er-
gebnisse aus mathematikdidaktischer Sicht wenig bedeutsam sind. Eine Identifizierung
der latenten Faktoren „Strichrechnung“, „Punktrechnung“ und „Modellieren“ und eine
damit verbundene Besetzung von Kompetenzklassen, auf deren Basis die Autorinnen
und Autoren vermuten, dass zunächst Additions- und Subtraktionskenntnisse erworben
werden, welche dann eine wichtige Voraussetzung für den Erwerb weiterer Teilfertig-
keiten bilden, liefern kaum neue Erkenntnisse. Die kognitiven Diagnosemodelle werden
sich daran messen lassen müssen, inwieweit sie Kompetenzen zu mathematischen Teil-
bereichen sinnvoll abbilden können. Dabei spielt nicht nur die grobe mathematische
Struktur eine Rolle, sondern vielmehr die Frage nach verschiedenen Grundvorstellun-
gen zu mathematischen Begriffen oder zur Kenntnis von verschiedenen Lösungsstrate-
gien. Sollte es gelingen, die bisherigen diagnostischen Testinstrumente, die oft vor dem
Hintergrund einer Defizitorientierung entwickelt wurden (z.B. typische Fehler beim
schriftlichen Addieren), durch spezifische Diagnosemodelle zu Kompetenzen in ver-
schiedenen mathematischen Teilbereichen zu ergänzen, so wäre dies aus mathematik-
didaktischer Sicht ein gewinnbringender Schritt.
2.4 Regelgeleitete Itementwicklung: Konstruktion von statistischen
Textaufgaben: Anwendung von linear logistischen Testmodellen,
Itemcloning und optimalem Design
Auch das Projekt Regelgeleitete Itementwicklung beschäftigt sich mit der Diagnose von
Kompetenzen, diesmal konkretisiert am Beispiel von statistischen Textaufgaben für
Lernende in der gymnasialen Oberstufe bzw. dem Studium. Das übergeordnete Ziel be-
steht in der Entwicklung eines automatischen Aufgabengenerators, der für eine Person
während der Testphase adaptiv und in Echtzeit Testaufgaben zur Diagnose von unzurei-
chend entwickelten Kompentenzkomponenten generiert. Die Aufgabengenerierung ge-
schieht dabei einerseits regelgeleitet nach schwierigkeitsbestimmenden Merkmalen und
andererseits durch Itemcloning, d.h. durch Änderung von Oberflächenmerkmalen bei
Beibehaltung der schwierigkeitsbestimmenden Merkmale.
Auch bei diesem Projekt kommt es darauf an, auf Basis von Modellen der zu unter-
suchenden Kompetenz einen entsprechenden Input für den Aufgabengenerator zu leis-
ten. Aus mathematikdidaktischer Perspektive wäre es interessant, inwieweit nicht nur
sog. eingekleidete statistische Textaufgaben zu vergleichsweise wenig komplexen Kon-
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texten generiert werden können, wie in dem Beitrag an Beispielen aufgezeigt wird, son-
dern ob auch der Bereich der realistischen Modellierungsaufgaben, welche als Opera-
tionalisierung der Kompetenz „Modellieren“ für die Leitidee „Daten und Zufall“ aufge-
fasst werden können, abgedeckt werden kann.
2.5 Co2CA: Nutzung und Auswirkung der Kompetenzmessung
in mathematischen Lehr-Lern-Prozessen
Das Projekt Co2CAwendet sich der Frage zu, inwieweit Kompetenzmessungen zur Un-
terstützung von Lernprozessen im Mathematikunterricht verwendet werden können. In
dem Projekt werden Kompetenzmessungen auf Basis eines Kompetenzmodells in Ver-
bindung mit der individuellen Kompetenzrückmeldung untersucht. Auf Basis einer
Stichprobe von 66 Schulklassen der 9. Jahrgangsstufe wurden zu drei Inhaltsbereichen
sowie zu zwei Kompetenzbereichen Testaufgaben generiert und Daten erhoben.
Auf Grundlage der Kompetenzmessung wurden in einer experimentellen Studie drei
Formen der individuellen Rückmeldung in parallelisierten Teilstichproben implemen-
tiert. Zum einen eine kriteriale Rückmeldung auf Basis von Kompetenzniveaus, zum
zweiten eine prozessbezogene Rückmeldung, in der individuelle Lösungsprozesse kom-
mentiert wurden und zum dritten eine Rückmeldung auf Basis der sozialen Bezugsnorm
in der jeweiligen Klasse. Die Ergebnisse zur individuellen Zufriedenheit mit der Rück-
meldung weisen positive Effekte zugunsten der kriterialen Rückmeldung im Vergleich
zur Rückmeldung auf Basis der sozialen Bezugsnorm auf. Für die Form der prozessbe-
zogenen Rückmeldung waren solche Effekte nicht nachzuweisen. Es wird vermutet,
dass Letzteres ggf. auf das Fehlen jeglicher Vergleichsmöglichkeit der individuellen
Leistungen zurückgeführt werden kann. Etwas problematisch an der Studie ist, dass
zwischen Datenerhebung und Rückmeldung ein sehr langer Zeitraum von ca. 5–6 Mo-
naten lag.
Co2CA zeigt eine einfache Möglichkeit auf, wie Verfahren zur Kompetenzmessung
für eine direkte Nutzung im Mathematikunterricht verwendet werden können. Von gro-
ßem Interesse ist dabei, inwieweit die individuellen Kompetenzrückmeldungen auch
Einfluss auf die Kompetenzentwicklung der Schülerinnen und Schüler haben. Auch die
Effekte einer kontinuierlichen und zeitnahen, d.h. lernbegleitenden Kompetenzrück-
meldung wären ein lohnendes Untersuchungsziel.
3. Schlussbemerkung
Wie in der Einleitung zu Abschnitt 2 erwähnt, stehen die fünf diskutierten Projekte aus
Sicht der Mathematikdidaktik in gewisser Weise exemplarisch für die gesamte Breite
des Schwerpunktprogramms und den zu erwartenden Nutzen. Betrachtet man die Pro-
jekte als Grundlagenforschung, so ist einsichtig, dass in den meisten Fällen kaum mit
unmittelbar verwendbaren Erkenntnissen zu rechnen ist. Deutlich wird bei der Diskus-
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sion der einzelnen Beiträge, dass neben den innovativen psychometrischen Aspekten
die domänenspezifische Analyse der Kompetenzstruktur ein wesentlicher Schlüssel für
eine gewinnbringende Nutzung der berichteten und noch zu erwartenden Forschungs-
ergebnisse sein wird. Diagnostische Kompetenzmodelle, Verfahren zur Kompetenzmes-
sung, Rückmeldung von Kompetenzen – all dies ist in einer Domäne nur sinnvoll, wenn
bekannt ist, was genau diagnostiziert, gemessen und rückgemeldet werden soll. Dies
spricht dafür, die sich ergänzenden Expertisen von Wissenschaftlerinnen und Wissen-
schaftlern aus den Fachdidaktiken, der Bildungsforschung und der Psychometrie in Zu-
kunft noch stärker zusammenzuführen. Schließlich gibt es in diesem Feld – das zeigen
die diskutierten Projekte – noch viel zu tun.
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